Continuidad de funciones reales

Intervalos

En este curso las funciones que vamos a considerar van @eftadas en intervalos o en uniones
de intervalos. Vamos a fijar la notacion que vamos a empleagguadar los distintos tipos de intervalo.

Definicién. Un conjunto/ € R se llama unntervalosi siempre que dos nimeros estanfetodos los
ndmeros comprendidos entre ellos dos también estgh Ehconjunto vacio, @, se considera también
como un intervalo.

Ademas deR y del &, hay los siguientes tipos de intervalos.

Intervalos que tienen dos puntos extremagsb (dondexz < b son nimeros reales):

[a,b] = {xeR:a<x<b} (intervalocerradoy acotado)

la,b] = {xe€eR:a<x <b} (intervaloabierto)

[a,b] = {xeR:a<x<b} (intervaloabiertoa derechay cerrado aizquierda)
la,b] = {xeR:a<x<b} (intervaloabiertoaizquierday cerrado a derecha)

Intervalos que tienen un Gnico punto extreme R llamadoorigendel intervalo:

]—o0,c] = {xeR:x<c} (semirrectaabiertaa laizquierda)
]—o00,c] = {xeR:x<c¢} (semirrectacerrada a laizquierda)
le,400[ = {xeR:x>c¢} (semirrectaabiertaaladerecha)
[c,+00o] = {xeR:x>=c} (semirrectacerradaa laderecha)
Continuidad

Consideremos una ley fisica de la formfa= f(V'), que relaciona los valores de una “variable
independientd’” (podemos pensar que es el volumen de un gas) con otra “\adapendiente””
(podemos pensar que es la presién). Si queremos usar dighHeetaos de medir un valdr, de la
variableV, y es inevitable que al hacerlo cometamos algin error e| ca#iralmente, influye en el
correspondiente valor d&, que ya no sera exactamente iguaPa= f(V,). Surge asi la pregunta
natural: ¢de qué forma el error en la medidaltl@fecta al valor resultante dB8? Es claro que si
para valores d& “muy préximos” aV, obtengo valores d® muy diferentes entre si, la ley™ que
relacional’ con P no tendra ninguna utilidad practica.

Puesto que los errores de medida son inevitables, no esatslieanatar de obtener “el verdadero
valor P,”. Lo que si puede hacerse es fijar una cota de error admisdioéep(la cual dependera de
cada situacion concreta); llamemas a dicha cota, £ > 0), y tratar de obtener otra cota de errét,”

(6 > 0), de tal forma que siempre que midamgscon un error menor qu&tengamos la seguridad
de que el valor resultante parase diferencia deP, en menos que. Esto es) f(V) — f(V,)] < ¢
siempre quél — V,| < §. Cuando esto efectivamente pueda hacerse para cualgiaeteerroe > 0
decimos que la ley f” es continua erV,. Observa que cabe esperar que la cota de &dependa del
¢ > 0 fijado en cada caso, y también tg

Las ideas anteriores conducen, de forma natural, a la défininatemética de continuidad. En
todo lo que sigue, la letrd representard un conjunto no vacio de numeros reales. Eadtiqa4 sera
siempre un intervalo o una union de intervalos. Recuerddaguetacion f: 4 — R quiere decir que
/f es una funcién real cuyo dominio ds Es muy importante advertir quéno tiene por qué coincidir
con el dominio natural de la funcidn. Esto es asi porque @oufncia estamos interesados en estudiar
propiedades de una funcién en una parte de su dominio nadulainas, la continuidad d¢ depende
tanto de la “regla que la define” como del conjunto en dondeness trabajando.

Definicién de continuidad en un punto.Una funcion /: 4 — R se dice que es continua en un punto
a € A si, para cada numero> 0, se puede encontrar un niméro- 0 tal que para todor € A con
|x —a| < § se verificaqud f(x) — f(a)| < e.
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Continuidad 2

La definicién anterior suele escribirse, con abuso del fisma I6gico, de la siguiente forma:

|x —al <§

Vee RY 3§eRt :
xeAd

} =|/(x) - fla)] <e
Advierte como en esta definicién el conjuntotiene mucho protagonismo: sélo se consideran los
valores def en 4, lo que le pueda pasarafafuera de4 no nos interesa.

Debes tener claro que para poder hablar de la continuidada rte continuidad de una funcion
en un punto, la funcién debe estar definida en dicho puntoefiaidion de continuidad exige que el
namerof'(a) esté definido. Si no se conoce el valorflena no puede comprobarse si dicha condicion
se verifica 0 no y, por ello, no tiene sentido considerar Iginaidad de esa funcién en dicho punto.
Insisto en esta evidencia porque en muchos textos te vasatescejercicios del siguiente estilo:

1
a) Estudia la continuidad de la funcigi{x) = — enx = 0.
X

|x]

b) Estudia la continuidad de la funci@tix) = — enx = 0.
X
¢) Estudia la continuidad de la funcidigx) = x sen1/x) enx = 0.

Respuesta: Las funciones, g y & no estan definidas et por tanto no tiene sentido estudiar su
continuidad er). Para poder estudiar la continuidadGete estas funciones, primero hay que definirlas
en0. Por ejemplo, podemos definii{0) =0, g(0)=1, 2(0) =0. Ahora la respuesta eg:no es continua
en0, g no es continua et pero es continua por la derechaly / es continua ef.

Se dice quef’ es continua en un subconjurfoC A4, si f es continua en todo punto dé

No suele ser tarea facil demostrar que una funcion dada éaganGeneralmente, lo que se hace es
descomponer la funcién que queremos estudiar en otras méBagecuya continuidad ya es conocida
previamente. Es por ello interesante saber qué tipo de dpess realizadas con funciones continuas
conducen a nuevas funciones continuas.

Propiedades basicas de las funciones continuas.

Seanf, g funciones reales definidas en Se verifica que:

i) Las funcionesf + g y fg son continuas en todo punto deen el que las dos funciongéy
g sean continuas. En particular, las funciones suma y prodiefunciones continuas son funciones
continuas.

. L1 .
i) Si g(x) # 0 para todax € A4, la funciébn— es continua en todo punto deen el queg sea

. . . . & . . .
continua. En consecuencia, la funcién cociente de dosdussicontinuas cuyo denominador no se
anula nunca es una funcién continua.

Aceptaremos el siguiente resultado:

Continuidad de las funciones elementalestodas las funciones elementales que hemos visto son
continuas en sus respectivos dominios de definicion.

Ademas de sumar y multiplicar funciones, también sabemapoaerlas. Veamos cdmo se comporta
la continuidad respecto de la composicién de funciones.

Continuidad de una funcién compuestaSean f: 4 — R y g: B — R funciones tales que
f(A4) € B. Supongamos qug es continua en un puntos A y queg es continua en el puntf(a).
Entonces la funcion compuesger f: 4 — R es continua en el punto En particular, sg es continua
en f(A), entonceg o f es continua en todo punto deen el quef sea continua. Mas en particular,
la composicion de funciones continuas es una funcion caatin
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Continuidad 3

Demostracién.Dadoe > 0, por la continuidad dg en f(a), existep > 0 tal que para tody € B
con|y — f(a)] < p se tiene quég(y) — g(f(a))| < e. Ahora, por la continuidad d¢ ena, existe
5 > 0 tal que paratoda € 4 con|x — a| < § se tiene quéf(x) — f(a)| < p. Deducimos asi que
lg(f(x)) —g(f(a)| < ¢ paratodax € 4 con|x — a| < §. Es decir, la funcion compuesgac f es
continua enu.

La continuidad de una funcién en un punto permite obtenermécion sobre el comportamiento
de la funcion en los puntos proximos al mismo. Estos resodtad llamarocales

Conservacion local del signoSea f: A — R continua en un puntee A con f(a) # 0. Entonces hay
un ndmera > 0 tal que para toda € 4 con|x — a| < r se verifica quef(x) f(a) > 0. (Es decir, f
es positiva (sif () > 0) o negativa (sif (a) < 0) en todos los puntos dé¢ que estan suficientemente
cerca dex).

Demostracién. Supondremos qug(a) > 0. Podemos entonces tomar f(a)/2 para obtener, en
virtud de la continuidad d¢" ena, unr > 0 tal que para toda € A con|x — a| < r se verifica que
| f(x) — f(a)|] < f(a)/2,l0 que implica quef(x) > f(a)/2 > 0. El caso en qug (a) < 0 se reduce
al anterior sin mas que sustityirpor — f..

Una propiedad muy util de lostervalos abierto®es que permitetocalizar la continuidad. Para
entender esto necesitamos dar una definicion.

Restricciéon de una funcién.Dados una funciénf : A — R y un conjunto no vaci@ C A4, podemos
definir una nueva funcignllamadarestriccion def a C, que se representa pgjc y es la funcion
definida en el conjunt@ que viene dada pofic (x) = f(x) paratodoxeC.

El siguiente resultado expresa que para estudiar la cagdéidude una funcién en un intervalo
abierto solamente tenemos que fijarnos en lo que pasa enidtehalo.

Localizacién de la continuidad.Sea f : A — R y consideremos un intervalo abierfoC 4. Se
verifica entonces que si la funcidfy es continua e entoncesf’ es continua ed.

La gréfica de una funcién continua en un intervato [a, b)] — R, la imaginamos como una curva
continua, por ello, sif(e¢) < 0 < f(b), la gréfica def tiene que atravesar el eje de abscisas para
pasar de un punto situado por debajo de él a otro que se erepenencima y, por tantg; tiene que
anularse en algun punto entre b. Esto es precisamente lo que afirma el conotédoemaque sigue.

Teorema de BolzanoToda funcion continua en un intervalo que toma valores posiy negativos se
anula en algin punto de dicho intervalo.

El siguiente resultado expresa la idea de que si una funa@btintia toma dos valores entonces
debe tomar todos los valores comprendidos entre ambos.

Teorema de los valores intermediod.a imagen de un intervalo por una funcién continua es un-inter
valo.

Dos consecuencias importantes del teorema de Bolzanossiglaentes.
Existencia de raicesDadosz > 0y k €N hay un Gnico nimero > 0 tal quec® = a.

Demostracion La funcién f: RY — R dada porf(x) = x* — a, es continua yf(0) = —a < 0,
f(1+a)=(14a)* —a > 0. Deducimos que hay algin nimero- 0 tal que /' (c) = 0. Dicho nimero
es unico porque la funciéfi es estrictamente creciente. m|

Ceros de polinomios de grado impar.Toda funcién polinémica de grado impar se anula en algin
punto.
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Continuidad 4

Mayorantes, minorantes, maximo y minimo.

SeaFE un conjunto no vacio de nimeros reales. Un nime® se dice que es umayorante o
cota superior (resp.minorante o cota inferior) de £ si x <z (resp.z <x) paratodoxeF.

Si hay algun elemento d& que también sea mayorante (resp. minorantefddicho elemento
es necesariamente Unico y se llanméximo (resp.minimo) de E y lo representaremos porax(E)
(resp. nin(E)).

Un conjunto que tiene algn mayorante (resp. minoranteicsegdie esténayorado o acotado su-
periormente (resp.minorado o acotado inferiormentd. Un conjunto que esta mayorado y minorado
se dice que esi@cotada

Esta claro que un conjunto puede no tener minimo ni maxims.droblemas de “optimizacion”
consisten, justamente, en estudiar condiciones que g@atd existencia de valores maximos y mini-
mos para funciones de diversas clases. A este respectai@rdigresultado es uno de los mas impor-
tantes. Antes vamos a introducir la terminologia que se usa.

Sea f: 4 — R. Se dice quef esta mayorada (resp. minorada) #nsi el conjuntof(A4) esta
mayorado (resp. minorado). Se dice gliesta acotada ed si el conjuntof(A4) esta acotado. Se dice
gue f alcanza erd un maximo (resp. urminimo) absolutosi el conjuntof(A) tiene maximo (resp.
minimo), es decir, existe algun punte 4 (respu € 4) tal que f(x) < f(v) (resp.f(u) < f(x)) para
todox e A.

Teorema de WeierstrassToda funcién continua en un intervalo cerrado y acotadanalzan dicho
intervalo un maximo y un minimo absolutos.

Si recordamos que la imagen de un intervalo por una funcidtiraga es otro intervalo, el teorema
anterior nos dice quka imagen de un intervalo cerrado y acotado por una funcién cotinua es
otro intervalo cerrado y acotada En particularfoda funcién continua en un intervalo cerrado y
acotado estd acotada en dicho intervalo.
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